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 شكر وتقدير 

 

 .النبي المرسل لجميع الأمم والصلاة والسلام على ... الحمد لله الذي بحوله تتم النعم  

هذه الرسالة ، وأسأله  إتمامالحمد لله حمداً  كثيراً  طيباً  مباركاً  أن أعانني ويسر لي 

 .قدير  شيءتعالى أن ينفع بها إنه على كل 

تعجز كلماتي عن وصف شكري وامتناني وعرفاني لوالدي العزيزين اللذين لم يتوانيا 

كما ..دعو الله أن يطيل في عمرهما ويبقيهما ذخراً  لي فأ.. ولو للحظة عن الدعاء لي 

 .أشكر إخوتي وأخواتي الذين وقفوا بجانبي 

لأستاذتي الفاضلة الدكتورة ريم الغفاري لإشرافها على هذه وأتقدم بجزيل الشكر 

 .لكثير من أجل إتمامها االرسالة وتحملها 

أعضاء هيئة التدريس  نمكما أشكر كل من ساندني ووقف إلى جانبي ولو بالدعاء 

بقسم الرياضيات وأخص منهم الدكتورة فتحية الهندي ورئيسة قسم الرياضيات 

 .الدكتورة نجاة مثنى والدكتورة فائزة البسام ووكيلة الدراسات العليا وعميدة الكلية 

  .كما وأشكر مدينة الملك عبد العزيز للعلوم والتقنية 

لأستاذتي الفاضلة ريما حبيشي لوقوفها بجانبي والعرفان  وأتقدم بجزيل الشكر

 .ومساندتها لي 

 . والمنةفلله الحمد ...من كنوز علمه  ليالشكر الأول والأخير لله تعالى الذي فتح 
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 المستخلص

 

من (Submanifolds Theory) نظرية عديدات الطيات الجزئيةتعد    

العديد من ، حيث ظهر لها علم الهندسة التفاضلية  الموضوعات الهامة في

 ومن هذا .التطبيقات الهامة في الفيزياء وبعض فروع العلم الأخرى 

عديد طيات كوشي ريمان دراسة المنطلق تركزت هذه الأطروحة حول 

التي تعتبر امتداد اً  حديثاً  لنظرية  T -الجزئية من عديد الطيات من نوع 

ً  للبحث والدراسة  فقد درسنا . عديدات الطيات الريمانبة ، ومجالاً  خصبا

كوشي ريمان  لعديد طياتبشكل شامل بعض النظريات والفرضيات وحللنا 

إضافة لذلك درسنا ضرب كوشي  .T-من نوع  الجزئية من عديد الطيات

ريمان وعديد طيات كوشي ريمان الجزئية العمودية من عديد طيات من 

 يةشروط التكاملسنا الدرأخيراً  . والعلاقة بين هذين الموضوعين  T –نوع 

على  وحصلناللتوزيعات والتقوس المقطعي وممتد ريسي والتقوس القياسي 

 .هذه المواضيع كل نتائج جديدة في 
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 :مقدمة 

الهندسة التفاضلية هي لغة الفيزياء الحديثة ، تجمع بين أساليب الهندسة وحساب 

تستخدم التفاضل والتكامل لتوفير وسيلة لدراسة الهندسة على الأسطح المنحنية ، فهي 

 .والتكامل وكذلك الجبر الخطي لدراسة المسائل في الهندسة التفاضل 

منن الموضنوعات   (Submanifolds Theory) تعد نظرية عديدات الطيات الجزئية 

علم الهندسة التفاضلية ومجنالاً  خصنباً  للبحنث والدراسنة ، حينث ظهنر لهنا         الهامة في

 .خرى العديد من التطبيقات المهمة في الفيزياء وبعض فروع العلم الأ

مننن عدينند الطيننات الهرميتنني تقريبننا    (Submanifold)يمثننل عدينند الطيننات الجزئنني

ً(Submanifolds of almost Hermitian Manifold)      دراسنة هامنة تتمثنل فني

والذي ينقل كل متجنه إلنى متجنه  خنر عمنودي علينه ، وكنناتج         Jالبناء المركب تقريباً  

ات جننزئيين والتنني ظهننرت بشننكل واسننع طبيعنني لهننذه العمليننة يظهننر لنندينا عدينندي طينن 

 Holomorphic(or )(لا متغيننننر ) عدينننند الطيننننات الجزئنننني التحليلنننني :وهمننننا

invariant) Submanifold)   ً تخنننالفي ) وعديننند الطينننات الجزئننني الحقيقننني كلينننا

 .     (The Totally Real(or anti- invariant) Submanifold)(للامتغير 

، أمننا عدينند           يميننز بالشننرط     Mعدينند الطيننات الجزئنني التحليلنني   

         الطيات الحقيقي كلياً  فيميز بالشرط 
 .    لكل    

 Calabi  (Calabi   1953)بدأت دراسة عديدات الطيات الجزئية التحليلية بواسطة

، أما عديدات الطيات الـجزئية الحقيقينة كليناً فقند بندأت      1950و خرون في أوائل عام 

 . (Chen and Ogioue   1974, Chen et al.   1977)  1970عامــفي مطلع ال

، تعريف عديد الطينات الجزئني    1979عام Bejancu  (Bejancu   1978)قدم  في

 (Kaehler)لعدينند الطيننات كهلننر (Cauchy-Riemann) النننوع كوشنني ريمننانمننن 

 .والتي هي عبارة عن تعميم للنوعين السابقين من عديدات الطيات الجزئية 

من عديد الطيات الهرميتي تقريباً  يسمى عديند   Mعديد الطيات الجزئي الحقيقي كلياً  

 Holomorphic)لننيطيننات جزئنني مننن النننوع كوشنني ريمننان إذا وجنند توزيننع تحلي   

Distribution) D  علىM بحيث أن            أي   
     

لكنل     

 .  للتوزيع  يترمز إلى المكمل العمود    ، حيث أن      

وقـد أســـهم بنتائج رائــعة في دراسة عديدات الطيات الجزئية منن هــنـذا الننوع كنلاً       

  Chen   and  Kobayashi (Chen   1981, Kobayashi   1981)منـن  
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هندسة عديدات الطيات الجزئية من الننوع كوشني ريمنان     Chenو خرون ، حيث قدم 

 .لعديد الطيات كهلر وقدم تعريف حاصل الضرب من النوع كوشي ريمان 

ومننن ناحيننة أخننرى ، هندسننة عدينندات الطيننات الجزئيننة العامننة لعدينند الطيننات كهلننر        

 Shahid and) بواسنطة درسن   (Locally Conformal)المحناف  للزواينا محلينا ً   

Sekigawa   1993) . 

مفـهنـوم الضــنـرب الالتفنافي منن      Chen (Chen   2001)وفي دراسة حديثة قـنـدم   

  Chen،كمننا أتبنن   (the CR-Warped Product). مننان النننوع كـــوشــننـي ري 

(Chen   2002)       العلاقنة القاطعنة بنين دالنة الالتفنا  (Warping Function) 

 Warped Product) للالـــتـــــفـنـا  الـــضـــــنـربي الـمـغــمنـور تــقـايــســـنـيا ً    

Isometrically Immersed)     ومنـربع التقنـوس          فني الـفنـضاء الــحـقـينـقي

 .(The Squared Mean Curvature)      المـتوسط

من دراسة الانغمنار   Kobaysahi (Kobayashi   1987)في اتجاه  خـــــر، تمكن 

لعديننند الطينننات الجزئننني  منننن الننننوع كوشننني ريــمـنننـان ،     (Submersion)الجزئننني

 Shahid and(Shahid and Alsolamy 2000) وتعمنـيماً  لهنذه الننـتائج درس    

Alsolamy الجزئنني لعدينندات الطيننات الجزئيننة مننن النننوع كوشنني ريمننان       الانغمننار

 .الرباعي 

وجــديـننـر بالـننـذكر أن عدينند الطــننـيات الجزئنني مننن عدينند الطيننات الهرميتنني تقريبنناً      

(Submanifolds of almost Hermitian Manifold)      هنو عديند طينات جزئني

ممناس لعديند    uصنفري  تحليلي أو حقيقي كلياً  إذا وإذا فقنط تحقنق أن لكنل متجنه  ينر      

هني       وفضناء الممناس       ، فننن قيمنة الزاوينة بنين     xفني أي نقطنة    Mالطيات 

صنفر أو  
 

 
   Chen   1990a, Chen)علنى الترتينب ، وبنناءً  علنى ذلنك قندم        

1990b) Chen    ًيعنننر  بعديننندات الطينننات الجزئينننة المائلنننة تعميمنننا(Slant 

Submanifolds)       الزاوينة بنين    ةوالمعرفة عن طرينق قيمنة الزاوينة وهننا تكنون قيمن

إن هندسنة عـنـديدات الطيـــنـات الجزئينة منن الننوع       . تابتنة      وفضاء الممناس    

 Contact Metric)الطينننات المنننتلامس تقريبنننا ً   كوشـنننـي ريـــمــنننـان لعديننند 

Manifold)   مـــثــــل    : 

nearly Sasakian Trans Sasakian and،Kenmotsu،Sasakian   درسنن

 Matsumoto ،(Kobayashi   1981) (Matsumoto   1993)  بواسنطة 

Kobayashi     انظنر المنرجعين   ) و خــنـرون(Chen   1973, Bejancu   

 ( .لمزيد من التفاصيل  (1986
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إذا كنان  . المتنري منع الصنيل المتممنة        –البنناء   Blair (Blair   1970)عنر   

)    –يسنمى بنناء     –مغلقنة فننن البنناء      البناء عمودياً  والصنيغة الأساسنية الثانينة    

             ، بالإضننافة إذا كاننن  الصننيل الأحاديننة   (  Kaehlerالمننناظر لبننناء   

وكنذلك إذا  ( Cosymplecticالمناظر لبناء   )  c –يسمى بناء    –مغلقة فنن البناء 

فننه يسنمى بالبنناء                   يحقق الشرط    –كان البناء

– T  (ءالمننناظر لبنننا  Sasakian  )  أخيننراً  درس ،(Calin   2002) Calin 

  T –عديدات الطيات الجزئية من النوع كوشي ريمان من عديدات الطيات من الننوع  

 Matsuyama (Matsuyama and Sengupta   2004)، وأيضنناً  درس  

الطيات الجزئية من النوع كوشي ريمان المعممة من عديد الطيات منن الننوع    عديدات

T    . 

وامتداداً  لهذه الدراسات نقدم في هذه الرسالة دراسة لهندسة عديدات الطيات الجزئينة  

، وفيمنا يلني نسنتعرش بشنكل منوجز منا تناولنه كنل           T –من عديد الطيات من الننوع  

 :باب 

قنندمنا فيننه التعريفننات والعلاقننات الهامننة والخاصننة بعدينندات الطيننات         :الباااب الأول 

 .ساس الذي اعتمدنا عليه في الأبواب القادمة التفاضلية والتي تعتبر الأ

عدينندات طيننات كوشنني بحثنننا فنني هننذا البنناب بعننض النظريننات الهامننة ل  :الباااب الناااني 

 . T –ريمان الجزئية من عديد الطيات من النوع 

عدينندات درسنننا فنني هننذا البنناب بعننض النظريننات والعلاقننات الخاصننة ب  :الباااب النالااث 

، حينث قمننا بدراسنة     T –ن عديند الطينات منن الننوع     طيات كوشي ريمنان الجزئينة من   

عديدات طيات كوشي ريمنان الجزئينة منن    التوريق للتوزيعات وضرب كوشي ريمان ل

 عديدات طيات كوشي ريمنان الجزئينة   ، كما قمنا بدراسة  T –عديد الطيات من النوع 

ن والعلاقننة بننين الموضننوعين الأخيننري    T –مننن عدينند الطيننات مننن النننوع     العموديننة 

 .وحصلنا على نتائج جديدة 

عدينندات درسنننا فنني هننذا البنناب بعننض النظريننات والعلاقننات الخاصننة ب  :الباااب الرابااع 

، حينث قمننا بدراسنة     T –طيات كوشي ريمنان الجزئينة منن عديند الطينات منن الننوع        

 .التقوس المقطعي وممتد ريسي والتقوس القياسي وحصلنا على نتائج جديدة 

بقائمننة المراجننع وقائمننة بننأهم المصننطلحات ومسننتخلص باللغننة       ختمنننا هننذه الرسننالة   

 .الانجليزية 
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 الأول  بابال

 أســاســيــات هـــــامة 

Basic Concepts 

 

 

                                             :Introduction  1-1: مقدمة 1-1

          

التعاريف والمفاهيم الأساسية وبعض النتائج الهامة التي سو   بابهذا ال في قدمن    

 .القادمة  بوابالأنعتمد عليها في 

 

           ضليةالتفاات عديدات الطي  1-1

1-2  Differential Manifolds              
 

 1-1-1تعريف 
 

مع   Tهو مجموعة  ير خالية  (topological space)الفضاء التوبولوجي   

 :بحيث تحقق الشروط التالية   Tمن المجموعات الجزئية من    τتجميعة 

(Sutherland 1975) 
 
1)        . 

 . τهو أيضاً  مجموعة في  τأي مجموعتين في تقاطع ( 2

 . τهو أيضاً  مجموعة في  τاتحاد أي عدد من المجموعات في ( 3

 

وعناصرها تسمى مجموعات  Tلـ   (topology)تسمى توبولوجي  τالتجميعة 

 . (open sets)    مفتوحة 
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 1-1-1تعريف 

 
 متصل فضاءين توبولوجيين يسمى   و    حيث           الراسم   

(continuous)  إذا كان لكل مجموعة مفتوحةU  تكون         فنن    في

 .(Sutherland 1975)    مجموعة مفتوحة في 
 
 

 4-1-1تعريف 

 
يسمــى  فضاءين تــوبـولوجيين   و    حيث          الــراســـم   

  بحيث أن  (bijection)تقابل   إذا كان ( (homeomorphism هوميومورفيزم
 . (Sutherland 1975)رواسم متصلة     و

 

ومورفيزم إذن يمكننا القول أن الفضاءين يراسم هوم         إذا كان  

   Kreyszig) (homeomorphic)ومورفيك يهما هوم   و    التوبولوجيين 

1975). 
 

 

 3-1-1تعريف 

 
إذا كان  (Hausdorff  space) فضاء هاوسدورفيسمى  Tالفضاء التوبولوجي   

 Tفي  Vو  Uتوجد مجموعتين مفتوحتين      و         لكل نقطتين 

 (Sutherland 1975):بحيث أن 
 

                          
 

 

 

 1-1-1تعريف 

 
التي    Nإذن المجموعة المفتوحة .  Tأي نقطة من الفضاء التوبولوجي    Pلتكن   

   P  (Kreyszigللنقطة  ((neighbourhoodجوارتسمى   Pتحتوي النقطة  

1975). 
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 6-1-1تعريف 

 

 طيات توبولوجييسمى عديد    فضاء التوبولوجي هاوسدور  المتصل ال  

(topological manifold)   جوار هو    إذا كان لأي نقطة من    ذو بعد

   ذو البعد    ومورفيك إلى مجموعة مفتوحة في الفضاء الاقليدي يهوم
(Kreyszig   1975). 
 

 

 

 7-1-1تعريف 

 

 structure) (differentiable البناء التفاضليعديد طيات توبولوجي ،   لتكن   

 ((open charts هو مجموعة الخرائط المفتوحة  من البعد    على 

هي        ،   المجموعة على ( (indexهو أس  Λ، حيث            

   Sinha):بحيث أن الشروط التالية متحققة    مجموعة جزئية مفتوحة من 

1982) 
 

  ،              

 

      ، الراسم        لأي زوج  2)
 differentiableهو راسم تفاضلي  

mapping))  إلى            من           . 

 

للخرائط  ((maximal familyهي العائلة العظمى            المجموعة  3)

 . (2)و  (1)المفتوحة التي تحقق الشرطين 

 

 

 

 1-1-1تعريف 

 

     تحتوي    مجموعة مفتوحة من عديد الطيات التوبولوجي  Uإذا كان    
ومورفيزم يبواسطة الهوم   من   Eومورفيك لمجموعة مفتوحة يهي هوم

      زوج ـــــنن الــ، ف                :   ث أنـــحيــب        
 جوار احداثييسمى  coordinate chart))  ،U خريطة احداثيةيسمى  

coordinate neighbourhood)  ) . 
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تسمى              و،  ((coordinate map احداثيراسم تسمى    

 . (Sinha   1982)  عند    لـ  ((local coordinate  الاحداثيات المحلية
 
 

 9-1-1تعريف 

 
 differentiable manifold of)   ذو البعننند  عدياااد الطياااات التفاضااالي    

dimension  n)    مع التجميعنة      هو فضاء هاوسدور                 

 (O'Neill   1983):بحيث تحقق الشروط التالية 
                    مهي مجموعة مفتوحة والراس   أي مجموعة ( 1

 .   في         المجموعة المفتوحة  إلى    من   هو هوميومورفيزم    

 ( (open coverمفتوح طاء          أي أن           ( 2

 .  للفضاء

  فنن الرواسم         إذا كان (  3

 

     
                        

 

     
                        

 

 .تكون رواسم تفاضلية

 

والتجميعة   على  (chart)يسمى خريطة         كل زوج   

   على  (differentiable  structure)تسمى بنية تفاضلية               
 . (atlas)أو أطلس 

 

 

 

 12-1-1 تعريف

 

يسمى   مع البناء التفاضلي من البعد     من البعد     عديد الطيات التوبولوجي   

   Sinha)( أو ببساطة عديد طيات      -أو عديد طيات )  عديد طيات تفاضلي

1982). 
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 11-1-1 تعريف

 
 .يسمى سطح  2يسمى منحنى وعديد الطيات ذو البعد  1عديد الطيات ذو البعد   

  .هي مثال على السطح                   2-الكرة 

ي نقطة لأ  هي عديد طيات من البعد                    :الكرة 

    (Patty   1993). 
 

 

 

 11-1-1تعريف 

 

 عند النقطة   لعديد الطيات التفاضلي    X (tangent vector) المتجه المماسي  

 والتي تحقق الشرطين          دالة حقيقية القيمة  هو    

 (O'Neill   1983):التاليين

 
                                
  

                                      
 

مجموعة كل الدوال       ، حيث              و        لكل 

 .   التفاضلية حقيقية القيمة على 
 

     يرمز لها بالرمز      مجموعة كل المتجهات المماسية عند النقطة 

 .  عند النقطة    لـ   (tangent space)وتسمى بالفضاء المماسي 
 

 

 14-1-1تعريف 

 

هو دالة   على عديد الطيات التفاضلي  X  (vector  field) المجال الاتجاهي  

 .    في الفضاء المماسي       متجه      تعين لكل نقطة 

 

تمثل دالة     فنن           و      مجال اتجاهي على   Xإذا كان  

   (O'Neill   1983):تعطى بالعلاقة      حقيقية القيمة على  
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    إذا كان  الدالة    (differentiable) تفاضلييكون    Xالمجال الاتجاهي 

 .        تفاضلية لكل  

 

 

 .    𝔵يرمز لها بالرمز      مجموعة كل المجالات الاتجاهية  التفاضلية على
 
 
 

 13-1-1تعريف 

 

  لتكن   
  على     للفضاء المماسي  ((dual space الفضاء الننويهي    

  عناصر .  عند 
 .  عند  (covector ) متجه مصاحبتسمى     

 differentiable)تفاضلي( شكل)بنية يسمى   متجه مصاحب عند أي نقطة  عيينت

form)  الأولىمن الدرجة (Yano and Kon   1984) (1- form). 
 

 

 

 11-1-1تعريف 

 

 دالة تفاضليةتســمى   على   الدالة حقيقية القيمة  ةعديد طيات تفاضلي  لتكن   

      إذا كــان لأي خريــطة     عنــد النقـــطة ((smooth( أو ملساء)

   Sinha)تفاضلي               يكــون الـــراســم     تحــتوي 

1982). 

 
 

 16-1-1تعريف 

 
على عديد   Yو   Xللمجالين الاتجاهيين التفاضليين   (Lie  bracket) قوس لي  

ً  مجال اتجاهي تفاضلي يرمز له بالرمز     الطيات التفاضلي       هو أيضا
 (O'Neill   1983):ويعر  بالعلاقة التالية 

 

                    
 

 :كما يحقق الخواص التالية 
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وتعر  الخاصية الثالثة .       و           ،     𝔵       لكل

 . (Jacobi  identity)بمتطابقة جاكوبي 

 

 

 17-1-1تعريف 

 

هي دالة تعين لكل   على عديد الطيات التفاضلي  𝜔 (form-1) الصيغة الأحادية  

    𝜔العنصر      نقطة 
 (O'Neill   1983): حيث    

 

   ، دالة خطية حقيقية القيمة على        𝜔  𝜔      
   

 

 .  عند النقطة    لـ  (cotangent  space)ويسمى بالفضاء المماسي المصاحب 
 

تمثل دالة حقيقية    𝜔فإن     𝔵  و    صيغة أحادية على  𝜔إذا كان  

 : تعطى بالعلاقة   القيمة على 
 

 𝜔      𝜔                                 

 

    𝜔إذا كان  الدالة  (differentiable)تكون تفاضلية  𝜔الصيغة الأحادية 

 .   𝔵  تفاضلية لكل 

 

 .     𝔵ويرمز لها بالرمز   مجموعة كل الصيل الأحادية التفاضلية على 

 

 

 



 

- 11 - 
 

 

 11-1-1تعريف 

 
على عديد الطيات التفاضلي       من النوع   T (tensor  field) المجال الممتد  

      ) (multilinear  function–      هو دالة متعددة الخطية على   

:(O'Neill   1983) 
 

  𝔵       𝔵                 
       

 𝔵      𝔵              
       

        

 

 (0,1)و    (1,0)،  (0,0)وعلى وجه الخصوص فنن المجالات الممتدة من الأنواع 

 .تمثل دوال تفاضلية ، مجالات اتجاهية وصيل أحادية على الترتيب    على 

 

 

يرمز لها بالرمز    على       مجموعة كل المجالات الممتدة من النوع  

  
     . 

 

 

 19-1-1تعريف 

 

يسمى    على عديد الطيات التفاضلي  (0,2)من النوع  Tالمجال الممتد   

:(O'Neill   1983) 

 

 :إذا كان (symmetric) متماثل (1

 

 .    𝔵    ل  لك              
 
 :إذا كان (skew-symmetric) متماثل تخالفياً(  2

 

 .    𝔵    لكل                

 

 .  على  (form-2)يسمى صيغة تنائية  Tوفي هذه الحالة فنن  
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 12-1-1تعريف 

 

يسمى    على عديد الطيات التفاضلي  (0,2)من النوع  Tالمجال الممتد   

:(O'Neill   1983) 

 .             إذا كان  (positive  definite) موجب بالتحديد( 1

 .              إذا كان (negative  definite) سالب بالتحديد( 2

    𝔵  لكل           إذا كان  (nondegenerate) غير مضمحل( 3

      . 

 

 

 11-1-1تعريف 

 

 هو دالة    عديد الطيات التفاضلي على    (connection) الترابط  

 

  𝔵    𝔵    𝔵    
  

 (O'Neill   1983): تحقق الخواص التالية 

                         
 

                           

 

                       
 

 مشتقة متغايرةتسمى      .               و      𝔵      لكل 

(covariant  derivative)   لـY   لـ  بالنسبةX  . 

 

 

بالنسبة  للمجال    (s,1)أو   (s,0)من النوع   Tأما المشتقة المتغايرة للمجال الممتد  

 (Bejancu   1986):تعر  بالعلاقة التالية    Xالاتجاهي 
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 .    𝔵   لكل 

 

 متوازييسمى    Tفنن المجال الممتد      𝔵  لكل        وإذا كان 

(parallel)  بالنسبة للترابط   (O'Neill   1983). 

 

 

 

 

 الريمانية  عديد الطيات 1-4

                                 1-3  Riemannian Manifolds            

  
 

 

 1-4-1تعريف 

 
 Riemannian ) متري ريمانييسمى       من النوع   المجال الممتد   

metric)إذا تحقق  الشروط التالية    ةعلى عديد الطيات التفاضلي:(Bejancu   

1986) 

 

 .    𝔵    ، لكل               متماتل أي أن      (1
 

 :أي أن ( positive definite)موجب بالتحديد    ( 2

 

 .    إذا وإذا فقط كان          و      𝔵  لكل            

 

 عديد طيات ريمانتسمى   مع المتري الريماني    عديد الطيات التفاضلية 

(Riemannian manifold). 

 

 

 1-4-1 تعريف

 
يحقق الشروط ( ترابط متصل )واحد وفقط واحد ريمان عديد طيات في يوجد    

 (Kadison and Singer   1993) :التالية 

 :يتلاشى ، أي أن  T  ( torsion tensor)ممتد الالتواء( 1

 

                       , 
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 ترابط ريمانييسمى   الترابط  .         : متوازي ، أي أن    ( 2

(Riemannian  connection) يسمى ترابط  ً لكل    Livi-Civita، وأحيانا

 .    𝔵    المجالات الاتجاهية  
 

 

 4-4-1تعريف 

 

هو راسم تطابق     لعديد طيات ريمان     (curvature)(الانحناء) التقوس  

 .    𝔵    مصاحب لكل زوج 
 

       𝔵    𝔵    
 

 (Kadison and Singer   1993) :يعطى بالصورة 

 

                                𝔵     

 

 

 3-4-1تعريف 

 
      من النوع  (Riemannian  curvature tensor) ممتد التقوس الريماني  

 (Bejancu   1986):يعر  بواسطة 

 

                                                                      
 

 .    𝔵        لكل
 

 

 1-4-1تعريف 

 

 العيارية المتعامدة بواسطة المجالات (spanned) موسع  𝛾لأي مستوى   

(orthonormal)      التقوس ،     لأي     في الفضاء المماسي

 (Bejancu   1986):يعر  بالصورة   𝛾   (sectional curvature) المقطعي

 

            𝛾                                                       
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 6-4-1تعريف 

 
جــالات اتجاهــــية مـــــن الاطارالعيـــاري م                 ان ـــــإذا ك  

 يـــســال ريـــــجــــمإذن   ،     على   ( orthonormal  frame )عامدـمتـــــال

  Bejancu):يعطى بالصورة       من النوع     (Ricci tensor field)دلممتـا

 1986) 

 

                                         

 

   

                                 

 

 

 :يعر  بالصورة    على  𝜌  (scalar curvature)التقوس القياسيو

(Kenmotsu   1972) 

 

               𝜌             

 

   

                                                    

 

 

 

 

 عديد الطيات المتري المتلامس تقريباً   1-3

 

1-4  Almost contact metric manifold 
 

 1-3-1تعريف 

 

مجال اتجاهي من   ،        عديد طيات تفاضلي ذات بعد حقيقي   لتكن   

   Kenmotsu):تحقق   صيغة أحادية على   مجال اتجاهي ،  𝜉،  (1,1)النوع 

1972) 
 

           𝜉  
 

  𝜉     
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  𝜉     
 

         
 

 almost contact) عديد طيات متلامس تقريباً تسمى    فنن  ،     لأي 

manifold)   

 .  على (almost contact structure) بنية متلامسة تقريباً     𝜉   و 
 

الذي يحقق المعادلات   معرفة على مجال ممتد متري ريماني   الآن بفرش أن 

:(Yano   1963) 

 

 

                                                                    
 

 

            𝜉                                                                             
 

 

  عديد طيات متري متلامس تقريباً تسمى     ، فنن                  لكل

almost contact metric manifold))   والبنية   𝜉       مترية بنية

 .  ((almost contact metric structure متلامسة تقريباً 

 

 

 1-3-1تعريف 

 

مقطع يقال له     في الفضاء المماسي  𝛾 (plane section) المقطع المستوى  

–   section)-(    حيث    و    إذا كان موسع بواسطة   𝜉    بالتاليو 

    –مقطعي ( انحناء)تقوس يسمى   𝛾  المقطعي ( الانحناء )التقوس 
Sectional curvature)-(   (Bejancu   1986). 
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 عديد طيات كوشي ريمان الجزئية من عديد الطيات المتري المتلامس تقريباً  1-1

  

1-5  CR-Submanifold  of  almost contact metric manifold 
 

 

 1-1-1تعريف 

 
دالة حقيقية    و   Nإلى عديد الطيات  Mدالة ملساء من عديد الطيات   لتكن   

أو راسم ) الراسم التفاضليإذن          Nعديد الطيات  القيمة على

عند   للدالة   (differentiable map (or  Jacobian map))( الجاكوبيان

               يرمز له بالرمز         النقطة 

                       (linear mapping)هو راسم خطي

 (Sinha   1982):يعر  بالصورة 

 

                 

 

 

 1-1-1ف ريتع
 

 (injective)تباين     إذا كان    (immersion)احتواءيسمى  Mمن   الراسم   

 . (Sinha   1982)    لكل نقطة  
 
 

 4-1-1ف تعري

 

فنن عديد . على التوالي     عديدي طيات تفاضليين أبعادهما    ،  M لتكن  

  subset)  (مجموعة جزئية M إذا كان   من عديد طيات جزئييسمى  Mالطيات 

 . (Sinha   1982) احتواء ومتباين      وكان الراسم    من 
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 3-1-1تعريف 

 

   على عديد الطيات  (m-dimensional distribution)  ذو البعد  التوزيع  

  فضاء خطي جزئي بعده      ، الذي يعين لكل نقطة    على  Dهو راسم 

(m-dimensional linear subspace )  من    . 

 

    لكل         إذا كان  Dينتمي إلى    على  Xالمجال الاتجاهي 

(Bejancu   1986). 

 

 

 

 1-1-1تعريف 

 
       إذا كان لكل مجالين اتجاهيين  (involutive ) منشأ يسمى Dالتوزيع   

 .(Bejancu   1986)        يكون 
 

إذا كان  (foliate) مورقةعديد الطيات الجزئية من النوع كوشي ريمان وتكون 

 .منشأ  Dالتوزيع 

 

 6-1-1تعريف 

 

يوجد      إذا كان لأي نقطة  ( differentiable) تفاضلي يسمى Dالتوزيع   

في              من المجالات الاتجاهية التفاضلية المستقلة خطياً  

 .(Bejancu   1986)  جوارالنقطة 

 

 

 7-1-1ف تعري

 

 integral) عديد طيات تكاملييسمى   من  Mعديد الطيات الجزئي   

manifold) علىD  ينطبق على    فنن     إذا كان لأي نقطة    

(Bejancu   1986). 
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 1-1-1تعريف
 

يوجد عديد      إذا كان لأي نقطة   (integrable)تكاملي يسمى Dالتوزيع   

 . Xتحتوي  Dطيات تكاملي على 

 

 . (Bejancu   1986)يلاح  أن أي توزيع منشأ هو تكاملي

 

 

 9-1-1ف تعري
 

عديد تسمى    من عديد طيات   ذات البعد   M عديد طيات ريمان الجزئية 

مماس لـ  ξإذا كان   (CR-submanifold )كوشي ريمان جزئية من النوع طيات 

M   وإذا وجد علىM   بحيث أن            توزيع تفاضلي

:(Bejancu   1986) 

 

 .    لأي        : أي أن   تح  تأتير  ( invariant ) لامتغير   ( 1

 

 (.orthogonal complementary dis)التوزيع المكمل العمودي ( 2
        

 (totally real)يكون حقيقي كلياً   Mعلى    للتوزيع       
   أي أن 

     
        حيث    

هما الفضاء المماسي والفضاء    

 .على التوالي   عند  Mالعمودي على 

 

 

  إذا كان بعد 
عديد كوشي ريمان تسمى الجزئية من النوع طيات الفنن عديد     

 . طيات جزئية لامتغيرة

 

 

كوشي ريمان تسمى الجزئية من النوع طيات الفنن عديد      إذا كان بعد  و

 .(anti-invariant) عديد طيات جزئية متغيرة

 

 

   ، أما التوزيع  (horizontal distribution)يسمى توزيع أفقي   التوزيع 

 . (vertical distribution)فيسمى توزيع رأسي 
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كوشي ريمان الجزئية من النوع  طيات المع عديد        أيضاً  الزوج المرتب 

M  أفقي يسمى– 𝝃   -horizontal) 𝜉)  إذا كان𝜉  .    لأي     
 

كوشي من الجزئية من النوع  طيات المع عديد        لك الزوج المرتب وكذ

𝜉إذا كان  (𝝃   -vertical) 𝜉 –رأسي يسمى  Mريمان     
 .    لأي   

 
إذا لم تكن عديد طيات  فعليةكوشي ريمان تكون الجزئية من النوع طيات العديد 

 .جزئية لامتغيرة ولم تكن عديد طيات جزئية متغيرة 
(neither an invariant nor an anti-invariant  submanifold). 

 

 

 

 12-1-1ف تعري

 

 Dإذن التوزيع    كوشي ريمان الجزئية من من النوع  عديد طيات  M لتكن  

يمكن تعريفه بواسطة    والتوزيع  P (projector)يمكن تعريفه بواسطة الاسقاط 

 :يحقق الشروط التالية  لذيوا Qالاسقاط 

                                                         
 

 (Calin   2002):، نضع  M لـمماسي  Xلأي مجال اتجاهي 

 

                                                                                           
 

 .             على التوالي      ينتميان للتوزيع       حيث 

 

 (Calin   2002): أيضاً

 

                                                                             
 

 

 .            حيث 

 :، نضع  Mعمودي على  Nلأي مجال اتجاهي 
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 .   يرمز للمكمل العمودي لـ    ،    يرمز للمكمل الرأسي لـ    حيث 
 

بالنسبة لترابط   ( covariant  differentiation)المشتقة المتغايرة    كن تل

Livi – Civita   المشتقة المتغايرة بالنسبة لترابط    ،   علىLivi – Civita  

 .  على 
 Mلـ   (Gauss and  Weingarten formulas)جاوس وفاينجارتن تيصيغإذن 

 (Bejancu   1986):على التوالي تعطى بواسطة 

 

                                                                                   
 

                                            
                                       

 

 second)هي الصيغة الأساسية الثانية   حيث                       

fundamental form )  منM  إلى   . 
 

A  صيغة ممتد فاينجارتنfundamental tensor of  Weingarten)) منM  إلى 

  . 
 

  في الحزمة العمودية ( normal connection)ترمز إلى الترابط العمودي   

(normal bundle) . 

 

 (Bejancu   1986):مرتبطان بالعلاقة      إضافة إلى ذلك 

 

                                                                               
 

 

 11-1-1تعريف 

 

إذن    كوشي ريمان الجزئية من عديد الطيات من النوع عديد طيات  M لتكن  

 (Bejancu   1986):بالصورة تعطى (equation of Gauss)  معادلة جاوس
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 . M ممتد الانحناء لـ R،   لـ   (curvature tensor)ممتد الانحناء   حيث 
 

 

 11-1-1تعريف 

 

يوديسك ــجيقال أنها      من Mكوشي ريمان الجزئية  من النوع طياتالعديد   

 (Bejancu   1986):إذا كان  D (D-totally geodesic) –كلياً  

 

                                                                                                
 

 .      لكل 

 

ك ــوديســجييقال أنها      من Mكوشي ريمان الجزئية من النوع  طيات العديد 

 (Bejancu   1986):إذا كان ( (totally geodesic-        –لياً  ــك

 

                                                                                              
 

 .       لكل 

 

 

 14-1-1تعريف 

 

 كـيوديســجيقال أنها    من   Mكوشي ريمان الجزئية من النوع طيات العديد   

 (Bejancu   1986):إذا كان  (mixed totally geodesic) كلياً  مختلط

 

                                                                                               
 

 .          لكل 

 

 

 13-1-1تعريف 
 

إذا كان  Mعلى   بالنسبة للترابط (parallal)  متوازي يكون Dالتوزيع الأفقي   

 .(Kenmotsu   1972)      لكل       
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    إذا كان  Mعلى   بالنسبة للترابط  متوازييكون    التوزيع الرأسي 
 .(Kenmotsu   1972)       لكل    
 

 

 11-1-1ف تعري

 
مقطع يسمى       (normal vector field)المجال الاتجاهي العمودي  

  إذا كان  D (D-parallel normal section) –عمودي موازي 
لكل      

     (Kenmotsu   1972). 

 

 )د ـاري متعامــلي عيــمجال محكل ــــتش                       كن لتـــ

local field of orthonormal frames ) ى ـــعلM الة ــي حـــبحيث أنه فM   

 :فنن    - أفقي

 

    𝜉                                

 

تشكل مجال           و   Dعلى  (local frame field)تشكل مجال محلي 

 .  (Shahid et al.   1985)         ، حيث    محلي على 
 
 

M  أدنى يقال أنها– D (D-minimal ) إذا كان :  
 

                                                                                      

    

   

 

 
 

M  أدنى أنها يقال–    (     -minimal ) إذا كان : 
 
 

                                                                        

      

   

 

 

 

  (Kenmotsu   1972) :أو يمكننا القول
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 16-1-1تعريف 

 

تشكل مجال محلي عياري متعامد على عديد طيات               لتكن  

 لمتوسطا لتــقوسل ال الاتجاهيــالمج، إذن    من Mكوشي ريمان الجزئية 

(mean curvature vector field) H  يعر  بالصورة:(Shahid et al.   

1985) 

 

 

               
 

 
         

 

 
         

 

   

                                 

 

 من عديد طيات كوشي ريمان الأفقي - 𝜉لـ  Hالمتوسط  لتقوسل الاتجاهيالمجال 

 (Shahid et al.   1985):تعر  بالصورة    من M الجزئية

 

 

  
 

 
           

    

   

           

 

   

 

 

 

 .(minimal) أدنى ايقال أنه Mفنن     إذا كان 

 

 :الآن يجب أن نعر  

 

              
 

    
         

    

   

                                             

 

 

 و
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 .D  - أدنىيقال أنها  Mفنن عديد طيات كوشي ريمان الجزئية      إذا كان 

 .    - أدنى ايقال أنه Mفنن       وإذا كان  

 

 

 

 

 

 -Tمن النوع طيات العديد  1-6

                                       1-6  T- Manifold 

 

 

 1-6-1 تعريف

 

  –مع البناء    عديد طيات تفاضلية من الفصل        ذات البعد   لتكن 
(f- structure)  من الدرجة(rank)    . 

 

إذا وجد بناء من   –البناء من   (complemented frame)إطار مكمل  تكون 

 (dual 1-form) ، وصيغة أحادية تنوية            𝜉المجالات الاتجاهية 

 (Calin   2002):بحيث أن    

 

      𝜉                                                                                     

 

                                                                                              
 

     𝜉                                                                                          
 

            
 

 𝜉                              

 

 .   هو ممتد الوحدة على الحزمة المماسية   Iحيث 
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إذا وجد متري   (metric f- structure )المتري  –بناء كون ت  عديد الطيات 

 (Calin   2002):بحيث أن   ريماني 

 

 

                                                                                    
 

 .  مجالات اتجاهية مماسية على      حيث 
 

 

 (complemented frames)المتري مع الاطارات المكملة  -بناء    وإذا كان  

       Kobayashi and Tsuchiya):بحيث أن    إذن يوجد متري ريماني على 

1972) 
 

                                                                         
 

 .                                  حيث 

 

 

 

 2-6-1 ريفتع
 

، ويعطى    يرمز له بالرمز ،   بالنسبة للممتد Nijenhuis المجال الممتد   

 (Calin   2002):بالصورة 

 

                                                     
 

           
 

، وتعطى   بالرمز   على  (fundamental 2-form)ونرمز للصيغة الثانية 

 (Calin   2002):بالصورة 
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 4-6-1تعريف 
 

إذا كان  (K- manifold )   –من النوع عديد طيات سمى ت  عديد الطيات   

 (Calin   2002):المتري يكون عمودياً  ، أي أن    –الصيغة الثانية مغلقة والبناء 

 

                  𝜉                

 

   

 

 

 

إذا T  (T-manifold) – من النوع عديد طياتتكون     –من النوععديد طيات 

 .(Kobayashi and Tsuchiya       1972)                 : كان
 

يكون عديد طيات متلامس تقريباً  ، وفي   K- من النوع ،عديد طيات    عندما 

مــــن النــوع ات ـــــد طيــــــعدي تسمىT–من النوع  هذه الحالة عديد طيات

cosymplectic cosymplectic manifold).) 

 

 هلرــك مـــن النوع  د طياتــــعديتسمى T  -من النوع اتـديد طيـع    وعندما 

( keahler manifold) . 
 

 (Calin   2002):يتحقق التالي   T–أيضاً  في عديد طيات 

 

 

                                                                                         
 

                        
 𝜉                                                        

 

          باستخدام العلاقة .    𝜉    𝜉   اتساع لـ        𝜉 نفرش أن 

   Levi-Civita     (Calinيكون متوازي بالنسبة لترابط   𝜉 نجد أن التوزيع 

2002). 

 

  (.orthogonal complementary dis)هو التوزيع المكمل العمودي   ليكن 

متوازي إذن باستخدام العلاقة   𝜉 ، وحيث أن التوزيع    في   𝜉 للتوزيع 

؛ يكون التوزيع  ( metric connection) ترابط متري  أن وحقيقية           

 .(Calin   2002)توزيع متوازي أيضاً   
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 إذن باستخدام العلاقات .  Mالمماسية على   𝜉الآن بفرش أن المجالات الاتجاهية 

 (Calin   2002):نحصل على           ،           ،         
 

                                                                                             
 

 

                                                                                            
 

 

                                                                                            
 

                         
 

 

 3-6-1تعريف
 

على التوالي ، إذن إذا كان        هو        التوزيعينكلًا من  ليكن بعد

وإذا كان  .   𝜉    𝜉مماسي على  عديد طيات جزئي متغيرنحصل      

 . عديد طيات جزئي لامتغيرفنننا نحصل على     

 .على التوالي      على    مساقط المورفيزم لـ     لتكن 

 :نحصل على      إذن لأي  

 

              𝜉   
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 1-6-1تعريف

 
   ثاب  ب   –المقطعي  تقوساليعر   ،  T-من النوععديد طيات     إذا كان  

sectional  curvature   ) -(constant    يعطى بالصورة: 

 

             
 

 
                           

 

                                                    
 

                                                   
 

                           Φ                         
 

                                                 
 

                                                                                              
 

  

 Kobayashi and Tsuchiya)           لأي من المجالات الاتجاهية  

      1972). 

 
 

:ملاحظة   

يسمى    ثاب  ب   -المقطعي  تقوسال فنن ،  T-من النوععديد طيات     إذا كان  

     طيات بالرمز النرمز لعديد و(  (T T-space form-من النوعفضاء الشكل 

(Aktan et al.   2008). 
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 الناني  بابال

 T -من النوع طيات العديدات طيات كوشي ريمان الجزئية من نوع عديد 

CR- submanifolds of a T- manifold 

 

                                               :Introduction  1-2: مقدمة1-1

عديد طيات كوشي ريمان الجزئية من  (Calin   2002) في بحثه Calinدرس    

بعضاً  من النتائج التي حصل  باب، ونقدم في هذا ال T-نوع عديد الطيات من النوع 

 .Mوبعضاً من النظريات على التوزيعات التكاملية على عليها 

 

       :Some basic lemmas  2-2: بعض التمهيديات الأساسية 1 -1

                                        

 1-1-1 فرضية

من    عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان من عديد الطيات   Mلتكن 

 :ذن نحصل على إ. T -النوع 

                                                                                        

 

                                      𝜉                                                 

 

                                     𝜉                                                 
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 :البرهان 
 

باستخدام .       و        لتكن 

         ،         ،           ،           
 

                                          

 

                     
 

                               
 

            
 

               
 

                                     
       

 

           

 

            

 

 (.  ممتد متماتل بالنسبة للممتد المتري    لأن )
 

 

 .       لكل            :وهذا يؤدي إلى أن 

 

           ،           ،         ،          ،          باعتبار 

 :، نستنتج أن (torsion-free connection)ترابط التوائي حر  واعتبار حقيقة أن 

 

   𝜉     𝜉       

 

    𝜉                          
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 :وحيث أن 

 

                                  

 

                         

 

                   

 

                                              

 

                                       

 :ومنها 

 

                             𝜉         

 

 

 .حتى تكون العلاقة صحيحة       𝜉   بالتالي فنن       وحيث أن 

 

 :بالمثل العلاقة 

                 𝜉         

 

 

 ∎.حتى تكون العلاقة صحيحة        𝜉   بالتالي فنن     وحيث أن 

 

 

 

 1-1-1 نتيجة
 

من    عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان من عديد الطيات   Mلتكن 

 :إذن نحصل على . T -النوع 
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 :البرهان 
 

 .     فنن       إذا  كان  
 :نحصل على          ومن الفرضية 

                    

 

                    

 

          ،           ،         ،         ، باستخدام     لتكن 

 :نحصل على

 

                                            

 

        𝜉               𝜉                     

 

                       ∎ 

 

 

 4-1-1 تمهيدية

من    عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان من عديد الطيات   Mلتكن 

 : العلاقات التالية صحيحةإذن . T -النوع 
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 :البرهان 

 العلاقات باستخدام.         لتكن 

نحصل           ،         ،         ،          ،         

 :بالحسابات المباشرة على 

 

                     ،العلاقةمن 

 

                               
         ،         
            

 

                                 

 

                                  
 

                             
       

 

                                               

 

                             
      

        
 

                                  
 

بأخذ الجزء المماسي والجزء العمودي من العلاقة السابقة نحصل على العلاقتين 

 :المطلوبتين 
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         اتبات العلاقتين 

 

                 𝜉          𝜉     
 

            
 

 

               𝜉         𝜉     
 

           ∎ 
 

 

 

  3-1-1 تمهيدية

من    عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان من عديد الطيات   Mلتكن 

 :يكون لدينا  إذن. T -النوع 

 

                   
 

                                     
 

 :حيث 

               
     

 

         
       

     
 

 

 :البرهان 
 

 :         من العلاقة 
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 :بمساواة الجزء العمودي في الطرفين وكذلك الجزء المماسي نحصل على 

 

                   
 

                       ∎ 
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 : Mالتوزيعات التكاملية على  1-4

 

 2-3 Integrability of distributions on M  : 
 

التوزيعان .  Mالغرش من هذه الجزئية هو دراسة التوزيعات التـــــكاملية على      

 𝜉    انمتوازي     و (parallel)توزيعات لل ل، بالتالي ندرس التكام

 .M (Calin   2002)على الأخرى 

 

 

 

 1-4-1 نظرية

من    عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان من عديد الطيات   Mلتكن 

 .تكامليان     𝜉    و     التوزيعان  إذن. T -النوع 

 

 

 

 

 :البرهان 
 

 :نستنتج أن           ،        باستخدام.        لتكن 
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                                    𝜉  
 

  𝜉     تكاملي                                                      
 

 :تكاملي كالآتي    نستنتج أن التوزيع            ،        من العلاقتين 

 

   𝜉             𝜉               𝜉     

 

                                                                                 𝜉      
 

  ∎     تكاملي                                                                             
 

 

 

 1-4-1 نظرية

من    عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان من عديد الطيات   Mلتكن 

 :إذا كان  طتكامليان إذا وفق    𝜉   و    التوزيعان  إذن. T -النوع 

 

                                                                     
 

 

 

 

 :البرهان 
 

 : نحصل على          باستخدام .       لتكن 
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 :أيضاً  

 

                        
 

 :بالطرح نحصل على 

 

                                                          
 

                                                         
 

              
 

                                                                           
 

 

                         
 

                  التوزيع  𝜉      تكاملي
 

                                               

 

                                                                          
 

                                                                
 

    𝜉             𝜉         التوزيع   تكاملي
 

                         𝜉         𝜉         𝜉   
 

                     𝜉          𝜉             

 

                                                             
 

                                                  ∎  
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 4-4-1 نظرية

من    عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان من عديد الطيات   Mلتكن 

 :إذا كان  طيكونان تكامليين إذا وفق   𝜉   و    التوزيعان  إذن. T -النوع 

 

                    
 

 

 :البرهان 

 

 :نحصل على          ،        من  أولًا

 

 𝜉   𝜉   𝜉   𝜉    
 

 

  وحقيقية أن            ،          ،          ،        وباستخدام 
 :ترابط التوائي حر نحصل على 

 

 

       𝜉        𝜉        𝜉        𝜉        𝜉   
 

        𝜉             𝜉         

 

               𝜉             𝜉                           

 

                                                             

 

                          𝜉     𝜉            
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      𝜉               
 

 

 

 

 :نستنتج أن        لأي 

 

                                        
 

                                           
 

                                        
 

 

           
 

 

 :نحصل على           ،        باستخدام       الآن لتكن 
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 :نحصل على           ،        فننه باستخدام          إذا أخذنا 
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         نظرية  ،         ،         ،           المعادلات باستخدام

 :هو ترابط التوائي حر نحصل بالحسابات المباشرة على   وحقيقية أن 
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 :إذن حصلنا على التالي
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 :وهذا يؤدي إلى أن 

 

                                  ∎  
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 النالث بابال

كوشي ريمان من من نوع الجزئية  طياتالضرب كوشي ريمان لعديدات 

 T -النوع 

 

CR-Product of CR- submanifolds of a T- manifold 

 

                                               :Introduction  1-3: مقدمة4-1

بحثاً عن عديد ات طيات كوشي ريمان  Bejancu(Bejancu   1978)بداية قدم    

كوشي الجزئية من النوع  طيات المفهوم عديد . الجزئية من عديدات طيات كهلر 

 Sasakian .(Bejancu andن درس على أبنية أخرى ، مثل بناء ريما

Papaghivc   1981) 

 عضاً  منــدراسة بـــــبفيها ذا الباب النتائج التي حصلنا عليها والتي قمنا ــنقدم في ه

كوشي ريمان الجزئية  من النوع  طياتالخصائص ضرب كوشي ريمان لعديدات 

كوشي ريمان الجزئية من النوع طيات الوكذلك دراسة عديدات  T –من النوع 

 .T –العمودية من النوع 

 

       :Some basic lemmas  2-3: بعض التمهيديات الأساسية 1 -4

                                  

 1-1-4  تمهيدية

من    عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان من عديد الطيات   Mلتكن 

 : فنن        إذا كان  . T -النوع 
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 :البرهان 

 

 :يكون لدينا  T–تعريف عديد الطيات من نوع  من

                     

 :إذن 

                  𝜉       
   

 

                   
   

 

                        
     

                              

 

                                         

                                     
     

                                             

 

 :نحصل على       الآن بمقارنة الحدود المنتمية لـ

                      

 

 :، نحصل على     و    أيضاً  بمقارنة الأجزاء المماسية في 
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 :أخيراً  بمقارنة الأجزاء العمودية ،نحصل على 

           
                    

 ∎.وبذلك يكتمل البرهان 

 

 2-1-4 تمهيدية

من    عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان من عديد الطيات   Mلتكن 

 :إذن. T -النوع 

                                    

 

 :البرهان 

 

                 

 

            وبالتالي        ، إذن      وحيث أن 

              

 :،يكون لدينا T -، فمن تعريف عديد الطيات من النوع      الآن بحساب المقدار 

 

         

 

                
   

 

 :جاوس وفاينجارتن ، نحصل على  تيوباستخدام صيغ
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             (                         

  

 :وبالتالي        ، نحصل على     لأي 

 

                
 

 :، إذن نحصل على            الآن بأخذ الضرب القياسي لـ

 

                                     

 

                                               

 

                         

 

                                 
                

 

                                 
                

 

                                    𝜉               

 

                                            

 

                                            

                                        
 

 

 ∎.وبذلك يكتمل البرهان 
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 :    والتوزيع      التوريق للتوزيع  4-4

 3-3  The Leaves of The Distributions     and   :  

 
 Kobayashi et) هفي بحث  I Mihai  أتب     بالنسبة لتكامل التوزيعين    

al.   1998)  دائماً  تكامليين           ، أن التوزيعين. 

 .تكامليين   ير       ن يفنن التوزيع    من جهة أخرى ، إذا كان  

 :يكون تكاملي إذا وفقط إذا كان      ، التوزيع  كما أن 

 

                         
 

 .         ومن هذه النتائج يمكننا دراسة التوريق للتوزيعين 

 

 1-4-4 نظرية

من    عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان من عديد الطيات   Mلتكن 

  إذن. T -النوع 

 

 totally) كلياً  سكهو جيودي (leaves)التكاملي المورق      التوزيع ( 1

geodesic)  إذا وفقط إذا كان    محتوى في: 

 

                
 

إذا وفقط إذا    كلياً محتوى في  التكاملي المورق هو جيوديسك     التوزيع ( 2

 :كان 

 
            

 

 :البرهان 

 

 . كلياً محتوى في  هو جيوديسكالتكاملي المورق      بفرش أن التوزيع ( 1
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                    ، إذن           ولتكن 
 

                        
 

                                 
 

                                
 

                             
 

 

                                    : الآن من المعادلة 

 

 

 :نحصل على        لـ ( الداخلي )وبأخذ الضرب القياسي 

 

 

                                  

 

            ولكن 

 

                                              

 

                                         
 

                                    
 

                 
 

 :العكس 

 

 .تكاملي      متحققة ، إذن التوزيع                   بفرش أن  

 

 :إذن                 كذلك ، إذا كان   
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مورق وبالتالي هو جيوديسك كلياً         والتوزيع          إذن  

 .  محتوى في 
 

 

،   كلياً محتوى في  سكالتكاملي المورق هو جيودي     أن التوزيع بفرش ( 2

 .                        أي أن  

 

 :إذن يكون لدينا           الآن لتكن
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 :العكس

 :، إذن نحصل على          بفرش أن  

 

                

 

 :، إذن    تح  تأتير الدالة  (invariant) لامتغير   وحيث أن التوزيع  

 

                                    

 

                                    
 

  
                 

 

 .تكاملي     وبالتالي التوزيع  

 

 

 ، وبالرمز للصيغة الأساسية الثانية    توريق للتوزيع      الآن لتكن 

(second fundamental form )  المحتواه    لـ(immersion)  بالرمز   في

، إذن (     بالرمز  M المحتواه في   وبالرمز للصيغة الأساسية الثانية لـ )    

 .        نحصل على          من المعادلة  

 

.  Mهو جيوديسك كلياً  داخل      ،                   لكن من العلاقة 

 ∎.  هو جيوديسك كلياً  داخل     بالتالي
 

 

 2-4-4 نظرية

من    عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان من عديد الطيات   Mلتكن 

  إذن .T -النوع 

 

 :إذا وفقط إذا كان    كلياً  في  هو جيوديسك     مورق أي توزيع
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 :البرهان 

 

 .                  بفرش أن
 

                              

 

 :نحصل على     الآن بأخذ الضرب القياسي لـ

 

                                     

 

 

                                   

 

 

                               

 

 

                                  
 

 

                                   
                            

 

                         

 

 ∎ .وبذلك يكتمل البرهان 
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عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان من عديد (   ذات البعد )  Mلتكن 

 Mتكون  .(      حيث ) T –من النوع (      ذات البعد )   الطيات  

 Mتكاملي  و     إذا كان التوزيع  (CR-product)ضرب كوشي ريمان 

حيث  (Riemannian product)      هي ضرب ريمان  (locally)محلياً  

إذا كان  .    توريق للتوزيع      و     للتوزيع  (leaf)توريق     

 . (proper CR-product)تكون ضرب كوشي ريمان الفعلي  Mفنن      

 

 3-4-4 نظرية

من    عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان من عديد الطيات   Mلتكن 

  إذن. T -النوع 

 :العلاقات التالية متكافئة 

 

1  )M  هو ضرب كوشي ريمان. 

 

2 )         . 

 

3 )                . 

 

4 )      
            . 

 

 

 

 :البرهان 

 

1 )  2: ) 

،       هو ضرب كوشي ريمان المحلي الموصو  بواسطة  M أن بفرش 

 .   هو توريق للتوزيع    و       هو توريق للتوزيع    حيث 

باستخدام .          إذن .   هما جودسيان كلياً  في    و    بالتالي 

 :صيغة جاوس نحصل على 
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 .                  إذن 

 .                  أيضاً  لدينا 

 الآن 

                   

                             

                                                          

 

 : أيضاً 

                   𝜉     

                            𝜉   𝜉        

             𝜉        

                                  

 :إذن نحصل على ،                   الآن لتكن 
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 لكن 

                                    

 

              

 

                                                  

 

              

 

                                                    

 

                                                      

 

                                                             

 

                                                          

 

                                            

2 )  1: ) 

 . تكاملي    نعلم أن التوزيع 

 .          𝜉           ، إذن      الآن إذا كان 
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 :يكون لدينا ( 2)، فننه من                 إذا كان  أكثر من ذلك و

                             

                                          

                           
      

                                                  

 :، إذن      الآن إذا كان  

                 

 .  المورق هو جوديسك كلياً  داخل    التوزيع          ومن نظرية 

 :فنن     ومن ناحية أخرى ، إذا كان  

 

                

 

التكاملي المورق هو جوديسك كلياً      يكون التوزيع           ومن نظرية

 .   داخل 

 .هو ضرب كوشي ريمان   إذن

 

2 )  3: ) 

 :من العلاقة 

                                  

 :يكون لدينا          إذن إذا كان   
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 :إذن        وحيث أن  

                  
                   

 

 .                         إذا كان   

 

3 )  4: ) 

 ∎.(antisymmetric) ير متماتل  (operator)مؤتر    بديهياً  متحققة لأن 

 

 4-4-4 نظرية

من    عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان من عديد الطيات   Mلتكن 

  إذن. T -النوع 

M متحققة ضرب كوشي ريمان إذا وفقط إذا كان  العلاقات التالية  يه: 
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 :البرهان 

 

نجد أن          فننه من النظرية السابقة  ضرب كوشي ريمان يه M  إذا كان

 .متحققة           العلاقة

 :العكس 

 : بالتاليتكاملي ،      ، إذن التوزيع         بفرش أن متحققة 

 

                       

 

                           𝜉     𝜉                      

 

 .      لأي 

المعادلة ، إذن من      هي توريق للتوزيع     إضافة لذلك إذا كان 

 : M المحتواه داخل   ومن صيغة جاوس لـ          

               

 

 هي جوديسك كلياً  داخل    ، إذن                    لكن من النظرية 

M . 

 .           لأي        نحصل على          من الآن

 :   التي هي توريق للتوزيع    باستخدام صيغة جاوس مرة أخرى لـ 
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 :،نحصل على      مع الآن بأخذ الضرب القياسي 

 

                                              

 لكن  

                                            

 

               

 

 .     ، إذن      الآن 

 

                                 

 

                  

 

 . M هي جوديسك كلياً  داخل              إذن من نظرية 

 .ضرب كوشي ريمان  هي M إذن 

 

 : T –الآن من تعريف عديد طيات  
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 .           لأي 

 ∎.متحققة          ،          نحصل على أن           إذن من

 

 

 

ان العمودية من ـــوشي ريمــكمن النوع الجزئية طيات العديدات  4-3

 : T –النوع 

 3-4 Normal CR- submanifolds of a T- manifold: 

 

      للتوزيعين     المورفيزم على( اسقاط) ترمز لمساقط      إذا كان   

 :فنن     ي ، إذن لأي توالعلى ال

              𝜉   . 
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، وإذا        معرّ  بالصورة        من النوع  Mممتد على   وإذا كان 

من الحزمة العمودية  (non-null) ير صفرية  (form-1)صيغة أحادية   كان 

(normal-bundle)  علىM   فننه يمكننا اتبات .       معرّ  بالصورة

 .الفرضية التالية بسهولة 

 

 1-3-4 يةفرض

من    عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان من عديد الطيات   Mلتكن 

  إذن. T -النوع 

 

 لأي                               

 

                                 
 

                                    
 

                                              
 

 

 

 :البرهان 

 

 :، إذن        لتكن 

 

                              

 

 

                         

 

 

                         

 

 .  لأي         حيث 
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 .         حيث       ، إذن        لتكن  

 

 :العكس 

 

                         لتكن  

 

 .                    ولتكن 

 

 : T–من تعريف عديد الطيات من نوع 
 

                                    
 

 Φ               
 

 

                                                    
 

 

                                                
 

 

                         

                                                      

                
 

 

                                                   
 

 :  ومن تعريف 
 

                         
 

 :بالتالي 

 

                                                𝜉   
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 :  من تعريف أخيراً  
 

                   
 

 

                                                              
 

 

                                                                        
 

 

                                                          
 

                                   

                  
 

 

                                                       
 

 ∎.وبذلك يكتمل البرهان 
 

 

 

 

 

 

 

 



 

- 66 - 
 

 

 

 

 2-4-3 يةتمهيد

من    عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان من عديد الطيات   Mلتكن 

 : إذن        إذا كان   . T -النوع 

 

                   
 

                      
 

 

          
                   

 

 

                         
 

 

 

 

 

 :نلاح  أن          التمهيديةهذه  منو

 

                      
 

 

                         
 

 .       لأي 
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  T–كوشي ريمان العمودية من النوع من النوع  الجزئيةالطيات عديد 
 

من    عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان من عديد الطيات   Mلتكن 

 :إذا كان  عمودية Mعديدات الطيات  ، تكون T –النوع 

 

          
 

نلاح  أن المعادلة  .  لـ   Nijenhuisيرمز لممتد      ، حيث       لأي 

 :تكافئ المعادلة الآتية 
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 3-4-3 نظرية

من    عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان من عديد الطيات   Mلتكن 

 :تكون عمودية إذا وفقط إذا كان    إذن. T -النوع 

 

 

            
 

 .          لأي 

 
 
 

 :البرهان 

 

 :بالصورة        إذا عرفنا المجال الممتد 

 

 

                                       

 
 

بالتوسيع المباشر  .تساوي صفر   تكون عمودية إذا وفقط إذا كان     إذن 

 :واستخدام المعادلة 

 

 

                   
 
 

 :نجد أن 
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 :عمودية ، إذن   بفرش أن 

 

 

                     
 

 

 :وهذا يعني أن 

 

 

                          

 

 

 :، إذن من المعادلتين           الآن لتكن 

 

 

              
 
 و

 

             
 

 

 :، وباستخدام هذه الحقيقة نحصل على      يكون لدينا 
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 : العكس 

عمودية ،أي نثب  أن   ونثب  أن . متحققة             بفرش أن 

        . 

 

 :(decomposition)باستخدام التحليل الآن 

 

 

            
 

 ( :1)الحالة 

 

 :، إذن نحصل على           لتكن 
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 ( :2)الحالة 

 

 :، إذن نحصل على            لتكن 

 

 

                               

 

 

                                             

 

 

            𝜉                    الآن لدينا

 

 

                       
 

 

                                             𝜉   
 

 

                                    
 

 

                         
 

 

 ( :3)الحالة 

 

 :، إذن نحصل على        لتكن 
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 :إذن      أخيراً  لتكن 

 

    𝜉              𝜉      𝜉         

 

 

 :بالتالي      𝜉    وأيضاً        𝜉   𝜉 وحيث أن  

 

    𝜉             
 

 :عمودية إذا وفقط إذا كان   إذن 

 

                          
 

 

 ∎.وبذلك يكتمل البرهان 
 

 

 

 

 4-4-3 :ةجيتن

 :تكون عمودية إذا وفقط إذا كان T -من النوع  Mجزئية الطيات ال عديد

 

                                  
 

 

                                                                                     
 

 .               لأي 
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 :البرهان 

 

نجد          إذن من نظرية .  T–عديد طيات جزئية عمودية من النوع  Mلتكن 

 :أن 

 

 

                          
 

 :، إذن نحصل على       الآن بأخذ الضرب القياسي مع 

 

 

                        
 

 

                          
 

 

                                                
 

 

 :عمودية إذا وفقط إذا كان   وبالحساب تكون  .               

 

                                                                       
                 

 

         ، إذن نحصل على أن الشرط     إذا كان           من المعادلة 

 .      متحقق ، حيث 

 

،               وأيضاً  نعلم أن ،      إذن ،     وإذا كان  

 :بالتالي 
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 :العكس 

 

 :نحصل على     إذن إذا كان  . متحققة                    بفرش أن 

 

 

                             
 

 

                             
 

 .            حيث 

 

 :إذن نحصل على       إذا كان           الآن من 

 

               
 

 :، ومنها نحصل على             لأي 

 

                
 

 .  لامتغيرة تح  تأتير   حيث 
 

 : ، بالتالي      لكل       أيضاً  لدينا 

 

                
 

 :إذن 

 

                               
 

 

وإذا      إذا كان   متحققة          ، بالتالي            حيث 

 .    كان  
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 :وبالتالي      فنن     أخيراً  إذا كان  

 

                
 

 :، وبالتالي          لأي            أيضاً  لدينا  

 

 

                                    
 

 .    متحققة إذا كان            إذن 

 

                  إذا كان ،      لأي متحققة          بالتالي  

 .متحققة 

 

 ∎.يكتمل البرهان  ذلكوب 
 

 

 5-4-3 تمهيدية

من عديد الطيات  العمودية عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان  Mلتكن 

 :يتحقق ما يلي  إذن. T -من النوع    

 

                
 

       

 

 .          لأي 

 
 

 :البرهان 

 

من عديد العمودية عديدات طيات جزئية من النوع كوشي ريمان  Mبفرش أن 

 .T -من النوع    الطيات  

 :نجد أن          إذن من نتيجة 
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 .            لأي 

 

 :أيضاً 

 

                                                                             
 

 .          لأي 

 

 : T –لكن من تعريف عديد طيات 
 

                                                                            
  

 .          لأي 

 

 :نحصل على                      الآن من المعادلتين 

 

             

                                                               
 

 :نحصل على      مع           بأخذ الضرب القياسي للمعادلة 

 

                       
 

                        
 أو  

 

                        
 

 :نحصل على           باستخدام المعادلة 

 

                                                                                      
 

 .            لأي 
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 :أيضاً نحصل على 

              

                           𝜉                                                            
 

 .          لأي 

 

بالتالي ،        نجد أن                   إذن من المعادلتين 

 :تصبح على الصورة          ، المعادلة       

 

                
 

 .          لأي 

 

 :نحصل على          عمودية ،فمن المعادلة  Mالآن إذا كان  

 

               
 

 .            لأي 

 

 :نحصل على     بالتالي باستخدام العلاقة بين 

 

                                                                  

 

 .            لأي 

 

                     𝜉        𝜉                                       

 

        نستنتج أن                     من المعادلتين 

 .          لأي 

 

 ∎.يكتمل البرهان وبذلك 
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ان ــــكوشي ريممن النوع  الجزئيةات ـطيالعديدات ن ــلاقة بيــــعـــال 4-1

 :وضرب كوشي ريمان T –العمودية من النوع 

 3-5 The Relation Between Normal CR- submanifolds 

and CR-product of a T- manifold: 

 

الجزئية من  طيات العر  كعديد  T-ضرب كوشي ريمان لعديد طيات من نوع 

ضرب ريمان و، يكون تكاملي     كوشي ريمان بحيث أن التوزيع  النوع 

      (Riemannian product)   ، ًتوريق     حيث يكون محليا(leaf) 

 .   توريق للتوزيع      و     للتوزيع 

  

ستنتجنا أن ا  (Al-Jedani and Al-Ghefari   2010)البحث إضافة لذلك ، في

  T–من النوع    عديد طيات من   كوشي ريمانالجزئية من النوع  Mطيات العديد 

 : ةط التاليوهي ضرب كوشي ريمان إذا وفقط إذا تحقق أحد الشر

 

         

 

               
 

 

 

               
 

                 
 

 1-1-3 :ةفرضي

جزئية من النوع عديد طيات  هو T–نوع من الضرب كوشي ريمان في عديد طيات 

 . كوشي ريمان العمودية
 

 

 :البرهان 

 

 . T–نوع  من    ضرب كوشي ريمان في عديد طيات Mلتكن 

 



 

- 79 - 
 

 

 

 

  نستنتج أن عديد طيات كوشي ريمان الجزئية          ة تيجإذن من اتبات الن
 :هي ضرب كوشي ريمان إذا وفقط إذا كان  T–نوع من    من عديد طيات 

 

               
 

 .               حيث 

 

 

     ، وأيضاً           فنن المعادلة السابقة تكافئ       الآن إذا كان  

      إذن  

 :بالتالي          أيضاً  

 

                

 

 :، أيضاً              لأي 

 

                
 

 :على نحصل السابقتين  ، وبالتالي من المعادلتين            لأي 

 

 

                               
 

هو عديد طيات كوشي ريمان  T–إذن ضرب كوشي ريمان في عديد طيات نوع 

 ∎.  العمودية الجزئية
 

 

 1-1-3 :ةفرضي

من    من عديد طيات  كوشي ريمان العموديةجزئية من النوع عديد طيات  Mلتكن 
 .تكاملي     ضرب كوشي ريمان إذا وفقط إذا كان هي  Mإذن .  T–نوع ال
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 :البرهان 

 

من    من عديد طيات  كوشي ريمان العموديةجزئية من النوع عديد طيات  Mلتكن 
    فنن  هي ضرب كوشي ريمان إذن من التعريف  Mلتكن  ، و T–نوع ال

 .تكاملي 

 

 

 :العكس 

من عديد طيات  كوشي ريمان العموديةجزئية من النوع  عديد طيات Mبفرش أن 

 :أي أن  تكاملي    ، وبفرش أن  T–نوع المن    

 

 

                           
 

 

  :هي ضرب كوشي ريمان لا بد أن نثب  أن  Mالآن لاتبات أن 

 

 

                                    
 

 :نحصل على          عمودية إذن من   وحيث أن 

 

                                                               
  

 

 :وبالتالي           إذن      الآن إذا كان  

 

 

                                                          
 

 :نحصل على           إذن من     إذا كان  
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 :إذن نحصل على تكاملي      لكن  

 

                                                  
 

 

 :بالتالي 

 

                                                       
 

 :، إذن   لامتغيرة تح  تأتير   وحيث أن 

                 

                                                                 
  

 :نلاح  أن                             بالتالي من

 

                                                      

 ∎.هي ضرب كوشي ريمان   إذن 
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  رابعال بابال

الجزئية  طياتاللعديد ممتد ريسي والتقوس القياسي  و التقوس المقطعي

 T-من النوع كوشي ريمان من فضاء الشكل من النوع 

Sectional Curvature, Ricci Tensor and Scalar 

Curvature of a CR-Submanifold of a T-Space Form 

  

                                             :Introduction  1-4: مقدمة 3-1

          

الجزئية من طيات التعريفاً لعديد  Kobayashi  (Kobayashi   1981)قدم    

  Alghanemiوأعاد .   Sasakianكوشي ريمان من نوع عديد طيات النوع 

(Alghanemi   2008)  من كوشي ريمان الجزئية من النوع طيات التعريف عديد

كوشي الجزئية من النوع  طيات التعريف عديد وبنعادة .  S –من النوع  عديد طيات

 :كالتالي  T–نوع الريمان من 

 

عديد  تسمى M ، إذن Mالمماسية على   𝜉    𝜉بفرش أن المجالات الاتجاهية 

     إذا وجد زوج من التوزيعات المتعامدة     منطيات كوشي ريمان الجزئية 

 :تحقق 

 

             
 

 (.ترمز للجمع المتعامد  )متعامدة       حيث 

 

           
 .  لامتغير تح  تأتير   أي أن التوزيع 

 

               
 .  متغير تح  تأتير    أي أن التوزيع 

 

وممتد ريسي  لتقوس المقطعيسندرس في هذا الباب ابناءً على هذا التعريف 

 T–من النوعلعديد طيات كوشي ريمان الجزئية من فضاء الشكل والتقوس القياسي 

 . جديدة نتائج وقد حصلنا على 
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 :     التوزيعان  3-1

 4-2  The  Distribution         :                                  

         

    

 1-2-3 فرضية

ξ– الأفقية كوشي ريمانجزئية من النوع  عديد طيات  Mلتكن 
 
 –horizontal) 

(ξ
 

 : إذن  T–من النوع      عديد طيات من 

 

                                                                     

 

                      
                                               

 

 

 :البرهان 

 

 : T –من تعريف عديد طيات 

 

                                                                    
 

                                                                
 

             

 

 :نجد أن ومن صيغتي جاوس وفينجارتن 
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 :بمقارنة الأجزاء العمودية والمماسية نحصل على 

 

                                                         

 

  
                  

 

 ∎.يكتمل البرهان وبذلك 

 

 

 2-2-4 فرضية

ξ– العمودية كوشي ريمانجزئية من النوع عديد طيات  M إذا كان 
 
 –vertical) 

(ξ
 

 : إذن  T–من النوع    عديد طيات  من 

 

                                                                           
 

                                                                       
 

 

 :البرهان 

 

 : T –من تعريف عديد طيات 

 

                                                                    
 

 

             
 

 :صيغتي جاوس وفينجارتن نجد أن ومن 
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 :بمقارنة الأجزاء العمودية والمماسية نحصل على 

 

                                                     
 

                      
 

 ∎.يكتمل البرهان وبذلك 

 

 3-2-3 فرضية

ξ– كوشي ريمان الأفقيةجزئية من النوع عديد طيات  Mلتكن 
 

   عديد طيات  من  

 : يكون تكاملي إذا وفقط إذا كان   إذن التوزيع  T–من النوع 

 

                                                                        
 

                    

 :البرهان 

 

 :         من

                                                                      
 

 :نحصل على     بالتبديل بين كل من

 

                                                                       
      

 :نحصل على                   بطرح 

 

                                    
 

          التوزيع     تكاملي
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 ∎.يكتمل البرهان وبذلك 
 

 4-2-3  فرضية

 T–من النوع    من عديد طياتكوشي ريمان جزئية من النوع عديد طيات  Mلتكن 

ξ– الأفقية Mإذا كان  
 
 : إذن  (foliate)مورقة   

 

                                                                                 
 

 

 :البرهان 

 

    من عديد طيات كوشي ريمان جزئية من النوع عديد طيات  Mنسمي
منشأ ، وحيث أن أي توزيع   إذا كان التوزيع  (foliate)نسميها مورقة 

 :         منشأ هو تكاملي ، إذن من المعادلة 

 

                        
 

                     
 

           𝜉     
 

                         𝜉     
 

                                          
 

 ∎.البرهان  يكتملوبذلك 
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 1-2-3 فرضية

 T–من النوع    من عديد طياتكوشي ريمان جزئية من النوع عديد طيات  Mلتكن 

 :هي جيوديسك كلي مختلط إذا وفقط إذا تحقق ما يلي  M إذن

 

                        
 

                       

 

 :البرهان 

 

 :إذن                نفرش أن 

 

                              

  

 :وبالتالي 

 

                        
 

                                 
 

 :إذن                أيضاً بفرش أن 

 

                               

  

 :وبالتالي 

 

                        
 

                                   
 

 ∎.يكتمل البرهان وبذلك 

 

 

 



 

- 88 - 
 

 

 6-2-3 فرضية

ξ– كوشي ريمان الأفقيةجزئية من النوع عديد طيات  Mلتكن 
 
 –horizontal) 

(ξ
 

يكون متوازي إذا   إذن التوزيع الأفقي  T–من النوع     عديد طيات من 

 : وفقط إذا كان 

 

                                                                     
 

 لكل         .              
 

 

 :البرهان 

   

 :نجد أن          حيث أن أي توزيع متوازي هو منشأ إذن من فرضية   

 

                                                                                  
 

 :إذن يكون لدينا متوازي   بفرش أن 

 

                               
 

 :نحصل على          إذن من المعادلة 

 

                                                                                          
 

 :         من المعادلة  و

 

                                          التوزيع  متوازي 
 

 :لكن 

 

                        
 

بالتالي من                 نحصل على           ومن المعادلة 

 :نجد أن           المعادلة 
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 ∎.يكتمل البرهان وبذلك                     ومن 

 

 

 7-2-3 فرضية

ξ– كوشي ريمان الأفقيةجزئية من النوع عديد طيات  Mلتكن 
 

 –horizontal) 

(ξ
 

إذا وفقط     –تكون جيوديسك كلي   Mإذن  T–من النوع   عديد طيات  من 

 :الشرطين التاليين  إذا تحقق

 

           
 

              

 .      لكل 

 

 

 :البرهان 

   

 :نحصل على                   من المعادلتين   

 

                                                     
 

                      
 

      لكل           وحيث أن 

 

                    
 

 كذلك 

                                                 
 

 .      لكل 

 

 ∎.يكتمل البرهان وبذلك 
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 1-2-4 فرضية

 T–من النوع    عديد طيات منكوشي ريمان جزئية من النوع عديد طيات  Mلتكن 

ξ– عمودية هي Mإذا كان  
 
 : يكون تكاملي إذا وفقط إذا كان    إذن التوزيع   

 

                                                  

 

 :البرهان 

   

على  تكونان                  ، إذن المعادلتين        إذا كان    

 :الصورة 

 

              

 

                

 

 :بالجمع 

 

                     

 

 :نحصل على     منبالتبديل بين كل 

 

                     

 

 :بالطرح نحصل على 

 

                        

 

                    

 

              التوزيع      تكاملي
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 ∎.يكتمل البرهان وبذلك 
 

 

 9-2-3 فرضية

ξ– كوشي ريمان الأفقية جزئية من النوع عديد طيات Mلتكن 
 

 –horizontal) 

(ξ
 

يكون متوازي إذا وفقط إذا     إذن التوزيع  T–من النوع     عديد طيات من 

 :كان 

                                               

 

 :البرهان 

   

 :نحصل على          من المعادلة  

 

                    

 :بالتالي 

 

              
 

                                  

 

 ∎.البرهان يكتمل وبذلك 
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 11-2-4فرضية 

ξ– كوشي ريمان العموديةجزئية من النوع عديد طيات  Mإذا كان  
 
 –vertical) 

(ξ
 

يكون متوازي إذا وفقط إذا    التوزيع إذن  T–من النوع   عديد طيات  من 

 :كان

 

                                      

 

 

 :البرهان 

   

 :نحصل على ينجارتن ف، إذن من صيغتي جاوس و       بفرش أن  

        
                 

 

 :نحصل على      بأخذ الضرب القياسي مع 

 

               
                              

 

                      

 

                                           

                                      

 :بالتالي 

                                                              

 ∎.يكتمل البرهان وبذلك 
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كوشي ريمان من  الجزئية من النوع طياتالالتقوس المقطعي لعديد  3-4

 :T-من النوعفضاء الشكل 

 4-3  Sectional Curvature of a CR-submanifold of a T-

Space Form:                                              

 

من  N(k) الشكل كوشي ريمان من فضاءجزئية من النوع عديد طيات  Mلتكن 

 :تعطى بالصورة  (Gauss)دلة جاوسإذن معا.  T  (T-space form)–النوع

 

                                         

 

                   
 

                   
 

 
                  

                                                       
                                                  
                                                  
                                                    

                                                      

                                                       
 

 .           لكل 

 

 

المعر   (sectional curvature)هي التقوس المقطعي         لتكن 

،         (orthonormal vectors)نين المتعامديالعياري نيالمتجه بواسطة

 :إذن 
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 :اء بعض الحسابات نحصل على وبعد إجر
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 1-3-3 ةفرضي

ξ– كوشي ريمان العموديةجزئية من النوع عديد طيات  Mلتكن 
 
 –vertical) 

(ξ
 

 :، إذن   T  (T-space form)–من النوع  N(k)من فضاء الشكل  

 

          
 

 
                  

 

                                    

 

                                                           
 

 

 :البرهان 

 

ξ–كوشي ريمان العموديةجزئية من النوع عديد طيات Mحيث أن 
 
،       و 

 :إذن بتطبيق حقيقية أن 

 

          ξ
 
       

 

          ξ
 
      

 

 ∎.وبذلك تتحقق الفرضية  ،         في المعادلة 
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 2-3-4 ةفرضي

ξ– يةفقالأ كوشي ريمان جزئية من النوع  عديد طيات Mلتكن 
 
 –horizontal) 

(ξ
 

 :، إذن   T  (T-space form)– من النوع N(k) من فضاء الشكل 

 

          
 

 
                   

 

                                                                
 

 

 :البرهان 

 

ξ– يةفقالأ كوشي ريمانجزئية من النوع عديد طيات Mحيث أن 
 
،        و 

 :إذن بتطبيق حقيقية أن 

 

                 
 

              
 

 ∎.وبذلك تتحقق الفرضية ،         في المعادلة 
 

 

 

 3-3-4 فرضية

ر  بواسطة متجه ـالمع   ) (sectional curvature–  –التقوس المقطعي 

 :يكون على الصورة     ( unit vector)الوحدة 
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 :البرهان 

 

 :لدينا حيث أن 

 

                                      
 

       
 

 
                     

                                                             
                                                        

                         
                               

                                     

                                     

 

 :بالتالي بعد تبسيط هذه المعادلة نحصل على 

 

       
 

 
                                

                                          

                                             

              
                                      
 

     

     

        
 

 
                               

                                         𝜉          𝜉    
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 ∎.وبذلك يكتمل البرهان 
 

 

 4-3-4 ةفرضي

ξ– ان العموديةـكوشي ريمجزئية من النوع د طيات ـعدي Mكن ـلت
 

   - أدنى 

vertical)- (  -minimal ξ
 

  ، إذن  T– من النوع N(k) من فضاء الشكل 

 :إذا وفقط إذا كان  ) -(totally geodesic   -هي جيوديسك كلي 

 

          
 

 
                

 مع الشرط
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 :البرهان 

 

ξ– عموديةهي  Mأن  بفرش    
 
     –جيوديسك كلي  

–vertical  - totally geodesic) (ξ
 

نحصل          إذن من فرضية ،  

 :على 

 

         
 

 
                

 مع الشرط

            
 

 

 :بفرش أن العلاقة     

 

         
 

 
                

 مع الشرط

            
 

 

 :نحصل على          متحققة ، بالرجوع للفرضية 

                        

                                      
 

 

 :، إذن     –ى أدنهي   Mوحيث أن 

 

           

  

     

 

                   

 Mمما يعني أن            وهذا يؤدي إلى أن              بالتالي  

 .       لكل     –تكون جيوديسك كلي 
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 1-3-4 ةفرضي

ξ– ةفقيكوشي ريمان الأجزئية من النوع عديد طيات  Mلتكن 
 

    - أدنى 

horizontal)- (   –minimal  ξ
 

، إذن  T– من النوع N(k) من فضاء الشكل 

 :إذا وفقط إذا كان   ) -(totally geodesic    -هي جيوديسك كلي   

 

          
 

 
                 

 

 :البرهان 

 

ξ– يةأفقهي  Mبفرش أن     
 
      –جيوديسك كلي  

– horizontal   - totally geodesic) (ξ
 

         ، إذن من فرضية  

 :نحصل على 

 

         
 

 
                 

 

 :بفرش أن العلاقة     

 

         
 

 
                

 

 :نحصل على          متحققة ، بالرجوع للفرضية 

                        

                                      
 

 

 :، إذن      –ى أدنهي   Mوحيث أن 
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مما يعني           وهذا يؤدي إلى أن                    بالتالي  

       لكل      –تكون جيوديسك كلي  Mأن 

 

 

 

 

 

 الجزئية من النوع طياتالي لعديد قياسممتد ريسي والتقوس ال 3-3

 :T-من النوع  كوشي ريمان من فضاء الشكل

 4-4  Ricci Tensor and Scalar Curvature of CR-

submanifold of a T- space Form:                                    

                   

ξ– يةفقالأ كوشي ريمانجزئية من النوع عديد طيات  Mلتكن     
 
 –horizontal) 

(ξ
 

 . T  (T-space form)– من النوع N(k) من فضاء الشكل 

 (a local frame field)مجال شكل محلي                لتكنوأيضاً  

مجالات     ، و  Mعلى  (orthonormal frame)من الشكل العياري المتعامد 

 .   اتجاهية تنتمي إلى 
 

 :على إذن بالحساب المباشر نحصل 

 

                              

 

   

                        

 

                                                                          
 

 

 :  بالتالي 
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 :بالصورة  (Ricci tensor)باستخدام المعادلة السابقة نحصل على ممتد ريسي 

 

                      

 

   

 

 

 :على نحصل          من المعادلة 

 

         
 

 
                    

 

 

   

 

 

                             
 

                
 

                
 

                      
 

                          

 

                                                                                  
 

 

 :وبعد إجراء بعض الحسابات على المعادلة السابقة نحصل على 
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 (scalar curvature)اسي ـوس القيـنتج التقـنست         باستخدام المعادلة 

 :كالآتي 

 

 

                

                           𝜌           
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𝜌  
 

 
                        

 

                                       
 

                                                 

 

     

                           

 

 

 :الآن باعتبار أن  

                         
 

                                              

 

   

    

   

 

 

 :أيضاً  يكون لدينا 

 

𝜌                     

 

   

    

   

   

 

 

 :نحصل على ممتد ريسي كالآتي 

 

 :نجد أن           باستخدام المعادلة                 لتكن 
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 :استناداً  على صيل ممتد ريسي السابقة ، نستنتج التقوس القياسي كالآتي 

 

𝜌              
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                        𝜌                
 

    

   

 

 

                            

    

   

 

 
                         

                  

 

                                                        
 
        

 

 

 
 

 
            

                         
 

                                                         
 
   

    
       

 

               

                    
 

 
                    

 

                          

 

   

    

   

            

 



 

- 118 - 
 

 

 :أيضاً  

 

 

                  𝜌               
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                𝜌                 
 

 

   

 

 

 

                             
 
   

 

 
              

 

                                             

 

                                                   
 
       

 

 

                            
 

 
       

 

                                           
 

                                                   
 
                   

  

 

 1-4-4  يةفرض

ξ– ةفقيكوشي ريمان الأجزئية من النوع  عديد طيات  Mلتكن 
 

    - أدنى 

horizontal)- (   –minimal  ξ
 

،    T– من النوع N(k) فضاء الشكلمن  

 :إذن
 

            
 

 
            

 

 .       لكل  (negative semi – definite)يكون شبه سالب بالتحديد 
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 .       لكل  (negative semi – definite)يكون شبه سالب بالتحديد 
 

     𝜌     
 

 
         

 

    𝜌     
 

 
     

 

   𝜌     
 

 
         

 

 

 :البرهان 

 

يمكننا إتبات           ومن الفرضية       إذن     - أدنى Mأن حيث 

 :الآتي 

 

(i)  تصبح           ، المعادلة        لكل: 

 

 

         
 

 
            

 

                                                                
 
       

 

 :بالتالي 
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بالتحديد وبالتالي فنن الطر  الأيمن للمعادلة السابقة هو شبه سالب من الواضح أن 

 .الطر  الأيسر هو أيضاً  شبه سالب بالتحديد 

 

 

(ii)  تصبح            ، المعادلة      لكل: 

 

 

         
 

 
                     

 

                                                       
 
       

 

 

 :بالتالي فنن 

 

         
 

 
                     

 

                                                        
 
       

 

 

من الواضح أن الطر  الأيمن للمعادلة السابقة هو شبه سالب بالتحديد وبالتالي فنن 

 .الطر  الأيسر هو أيضاً  شبه سالب بالتحديد 

 

 

(iii)  تصبح على الصورة            المعادلة: 

 

𝜌     
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 :ومن هذه المعادلة نستنتج أن 

 

 

𝜌     
 

 
         

 

(iv)  تصبح على الصورة            المعادلة: 

 

                    𝜌     
 

 
   

 

                                                    
 
   

    
      

 

 :ومن هذه المعادلة نستنتج أن 

 

𝜌     
 

 
     

 

(v)  تصبح على الصورة            المعادلة: 

 

 

  

                    𝜌     
 

 
       

          

                                                    
    
   

 
      

 

 :ومن هذه المعادلة نستنتج أن 

 

𝜌     
 

 
          ∎ 
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 1-3-3  يةفرض

ξ– ةفقيكوشي ريمان الأجزئية من النوع عديد طيات  Mلتكن 
 

    - أدنى 

horizontal)- (   –minimal  ξ
 

  T–من النوع   N(k)من فضاء الشكل  

(T-space form)  هي جيوديسك كلي   ،  إذن-    totally geodesic)- 

 :إذا وفقط إذا تحقق أحد الشرطين التاليين   )

 

             
 

 
                       

 

    𝜌     
 

 
         

 

 :البرهان 

 

 (i) حيث أنM أدنى -    ((   –minimal  تصبح           إذن المعادلة

 :الصورة على 

         
 

 
            

 

                                                                
 
       

 
 

                 -هي جيوديسك كلي  Mلذلك 
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 (ii) حيث أنM أدنى -    ((   –minimal  تصبح            إذن المعادلة

 :على الصورة 
 

𝜌     
 

 
       

 

                                                                
 
        

 

 

                 -هي جيوديسك كلي  Mلذلك 
 

 

                                 

 

                     

 

   

      

 

                    𝜌     
 

 
        

 

 ∎.وبذلك يكتمل البرهان 
 

 

 

 4-3-3  يةفرض

ξ– الأفقيةكوشي ريمان جزئية من النوع عديد طيات  Mلتكن 
 

   - أدنى 

horizontal)- (  –minimal  ξ
 

،   T– من النوع   N(k) من فضاء الشكل 

 :إذن
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 .      لكل  (negative semi – definite)يكون شبه سالب بالتحديد 
 
 

             
 

 
            

         

 

 .       لكل  (negative semi – definite)يكون شبه سالب بالتحديد 
 

 

     𝜌   
 

 
                     

 

    𝜌     
 

 
     

 

   𝜌     
 

 
         

 

 

 :البرهان 

 

 :يمكننا إتبات الآتي  إذن     إذن    - أدنى Mحيث أن 

 

(i)  تصبح           ، المعادلة       لكل: 
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 :بالتالي 

  

        
 

 
               

 

                                                              
 

                                                            
    
      

 

 

من الواضح أن الطر  الأيمن للمعادلة السابقة هو شبه سالب بالتحديد وبالتالي فنن 

 .د الطر  الأيسر هو أيضاً  شبه سالب بالتحدي

 

 

(ii)  تصبح           ، المعادلة        لكل: 

 

         
 

 
            

                                                          
    
      

 

 : بالتالي فنن 

        
 

 
            

                                                           
    
      

 

من الواضح أن الطر  الأيمن للمعادلة السابقة هو شبه سالب بالتحديد وبالتالي فنن 

 .الطر  الأيسر هو أيضاً  شبه سالب بالتحديد 

 

 

(iii)  تصبح على الصورة            المعادلة: 

 

𝜌   
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 :ومن هذه المعادلة نستنتج أن 

 

 

𝜌   
 

 
                     

 

(iv)  تصبح على الصورة           المعادلة: 

 

                    𝜌     
 

 
   

 

                                                    
 
   

    
      

 

 :ومن هذه المعادلة نستنتج أن 

 

𝜌     
 

 
     

 

(v)  تصبح على الصورة            المعادلة: 

 

 

𝜌     
 

 
       

          

                                                                  
    
   

 
      

 

 :أن ومن هذه المعادلة نستنتج 

 

𝜌     
 

 
         

 

 ∎.وبذلك يكتمل البرهان 
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 3-3-3  يةفرض

ξ– ةفقيالأ كوشي ريمانجزئية من النوع عديد طيات  Mلتكن 
 

   - أدنى 

horizontal)- (  –minimal  ξ
 

،  إذن   T–من النوع  N(k)من فضاء الشكل  

إذا وفقط إذا تحقق أحد   ) -(totally geodesic   -هي جيوديسك كلي   

 :الشرطين التاليين

 

            
 

 
               

 

                                    
                        

 

    𝜌   
 

 
                     

 

 

 :البرهان 

 

 

 (i) حيث أنM أدنى -   ((  –minimal  على تصبح           إذن المعادلة

 :الصورة 
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                                         -هي جيوديسك كلي  Mلذلك 

 
 

                                  

 

 

                   

    

   

      

 

 

 

        
 

 
               

 

                                    
                                

 

   
 (ii) حيث أنM أدنى -   ((  -minimal تصبح على            إذن المعادلة

 :الصورة 

 

𝜌   
 

 
                   

 

                                                   
    
        

 

 

 

                  -هي جيوديسك كلي  Mلذلك 
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𝜌   
 

 
                            

 

 ∎.وبذلك يكتمل البرهان 

 

 

 1-3-3  يةفرض

ξ– ةفقيكوشي ريمان الأجزئية من النوع عديد طيات  Mلتكن 
 

    - أدنى 

horizontal)- (   –minimal  ξ
 

،    T–من النوع  N(k) من فضاء الشكل  

إذا    ) -(mixed totally geodesic    -هي جيوديسك كلي مختلط   إذن 

 :وفقط إذا تحقق أحد الشروط التالية

 

             
 

 
                                   

 

     𝜌     
 

 
    

 

      𝜌     
 

 
        

          

 

 :البرهان 

 

 (i) حيث أنM أدنى -    ((   –minimal  المعادلة من إذن           ،

 :فنن  هي جيوديسك كلي مختلط  وأيضاً  حيث أن 
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 (ii) حيث أنM أدنى -    ((   –minimal  إذن من المعادلة           ،

 :فنن  هي جيوديسك كلي مختلط  وأيضاً  حيث أن 

 

 

                                        

 

                      

 

   

    

   

      

 

                                   𝜌     
 

 
     

 

 

 (iii) حيث أنM أدنى -    ((   –minimal  إذن من المعادلة           ،

 :فنن  هي جيوديسك كلي مختلط  وأيضاً  حيث أن 

 

 

                                       

 

                      

    

   

 

   

      

 

                        𝜌     
 

 
         

 

 

 ∎.وبذلك يكتمل البرهان 



 

- 132 - 
 

 

 6-3-3  يةفرض

ξ– ةفقيكوشي ريمان الأجزئية من النوع عديد طيات  Mلتكن 
 

   - أدنى 

horizontal)- (  –minimal  ξ
 

،  إذن  T–من النوع  N(k)من فضاء الشكل  

 M حقق إذا وفقط إذا ) (mixed totally geodesicهي جيوديسك كلي مختلط   

 :أحد الشروط التالية 

 

             
 

 
                         

  

     𝜌     
 

 
    

 

      𝜌     
 

 
        

 

 :البرهان 

 

 (i) حيث أنM أدنى -   ((  –minimal  وأيضاً           إذن من المعادلة ،

 :فنن  هي جيوديسك كلي مختلط  حيث أن 

 

 

                               

  

                   

    

   

      

 

         
 

 
                         

 

 

 (ii) حيث أنM أدنى -   ((  –minimal  إذن من المعادلة           ،

 :فنن  هي جيوديسك كلي مختلط  وأيضاً  حيث أن 

 

 

 



 

- 133 - 
 

 

 

                                          

 

                      

 

   

    

   

      

 

                                     𝜌     
 

 
     

 

 

 (iii) حيث أنM أدنى -   ((  –minimal  إذن من المعادلة           ،

 :فنن  هي جيوديسك كلي مختلط  وأيضاً  حيث أن 

 

 

                                       

 

                      

    

   

 

   

      

 

                      𝜌     
 

 
         

 

 

∎.وبذلك يكتمل البرهان 
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 أهم المصطلحات العلمية 

 

 

 الكلمة الترجمة

A 

 Almost تقريباً 

 Anti-invariant تخالفي للامتغير

 Atlas أطلس

B 

 Bundle حزمة

C 

 Chart خريطة

 Complementary مكمل  –متمم 

 Connection ترابط

 Contact متلامس

 Cotangent المماس المصاحب

 Constant تاب 

 Covariant متغاير

 Curvature تقوس

 Cover  طاء

D 

 Differentiable تفاضلي

 Distribution توزيع

 Dimension بُعد
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 Dual تنوي

 Decomposition تحليل

F 

 Field مجال

 Form نموذج –شكل 

 Frame إطار

 Function دالة

G 

 Geodesic جيوديسك

H 

 Horizontal أفقي

I 

 Identically تطابقياً 

 Immersion احتواء

 Integrable تكاملي

 Invariant لا متغير

 Involutive مُنشأ

L 

 Lie bracket قوس لي

 Linear map راسم خطي

M 

 Manifold عديد الطيات

 Mean متوسط

 Metric متري
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 Multilinear متعدد الخطية

 Minimal أدنى

N 

 Neighborhood جوار

 Normal ناظمي -عمودي 

O 

 Orthogonal متعامد

 Orthonormal التعامد عياري

 Operator مؤتر

P 

 Parallel موازٍ 

 Positive سالب

 Projector مسقط

 Proper فعلي

R 

 Rank رتبة

S 

 Scalar قياسي

 Sectional مقطعي

 Semi definite شبه محددة

 Smooth أملس

 Space فضاء

 Structure بنية  –تركيبة 

 Submanifold عديد طيات جزئي
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 Subspace فضاء جزئي

 Symmetric متماتل

T 

 Tangent مماس

 Tensor ممتد

 Torsion التواء

 Totally كلي

V 

 Vector متجه

 Vertical رأسي

 

 



 
 

 

 



 
 

 

 

 

 

ABSTRACT 

 

 

   The geometry of  Submanifolds is a very important and useful 

branch in differential geometry , Since it has many important 

applications in physics and some other branches of sciences 

.Based on the above perspectives , the present thesis focus on 

the study of CR-submanifold of an T- manifold, which is 

considered as modern extensions of Riemannian manifold 

theory, and also it is very interesting topic for study and 

research. We studied comprehensively some theories and 

properties of CR-submanifold of an T- manifold . Furthermore, 

we studied CR-product, normal CR-submanifold of an T-

manifold and  the relation between these two topics.Finally, we 

studied integrability  conditions of distributions, sectional 

curvature, Ricci tensor and scalar curvature . Moreover, we 

obtained  new  results related to the mentioned matters. 
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